II етап Всеукраїнських учнівських олімпіад з математики у 2010/2011 навчальному році

6 клас

1. Обчислимо різниці між сусідніми членами послідовності. Отримаємо 7, 14, 21, … . Отже, п’ятий член послідовності буде 48 + 28 = 76, а шостий – 76 + 35 = 111.      

Відповідь: 111.
2. Нехай х – перше число, у – друге число. З умови задачі маємо: х = 0,4у 
[image: image1.wmf]Þ

у = 2,5 х. Отже, друге число складає 250% від першого.                            

Відповідь: 250%

3. Відповідь: 129 + 357 = 486.

4. З кожної точки виходить непарна кількість відрізків. Точок – непарна кількість. Тому відрізків, що виходять з усіх точок – непарна кількість. Але ж кожний відрізок урахувався двічі. Тому загальна кількість відрізків є половиною непарної кількості. Це неможливо.

Відповідь: Ні.

5. Має місце рівність  
[image: image2.wmf]287
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. Виграє Петро, якщо він першим ходом назве число 1. Якщо потім Іван назве число 
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Відповідь: Виграє Петро.

7 клас

1. 6 х( 8 + 20) :4 – 2 =40. 

2. Якщо на прямій взяти парне число точок, то відрізків, які ними визначаються, буде непарне число. І якщо між кожними двома сусідніми точками взяти ще по одній точці, то цих точок буде непарне число. Тому сума числа тих і других точок  буде непарним числом. Якщо ж точок на прямій - непарне число, то взятих між ними точок буде парне число. Кількість тих і других точок  буде непарне число і т.д.

3. Пронумеруємо точки від 1 до 2010. Виграє перший гравець. Для цього йому слід з’єднати точки з номером 1 та номером 1006. А далі йому достатньо повторювати ходи другого гравця симетрично відносно першого відрізка.   Відповідь: виграє перший гравець.

4. Нехай а – початкова вага зерна, тоді суха маса зерна дорівнює 0,77а. Після просушки вона становить 
[image: image6.wmf].
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 Тому маса зерна зменшилась на 12,5%.

Відповідь: 12,5%.

5.  Нехай а – менше з шуканих чисел. Тоді згідно з умовою задачі можна скласти рівняння  
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 - менше число, а 
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Відповідь: 286 і 2010.

8 клас

1. Відомо, що для довільного прямокутного трикутника 
[image: image10.wmf]ABC
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 - радіус вписаного кола, 
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 - радіус описаного кола, 
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 - гіпотенуза, 
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 - півпериметр. За умовою задачі 
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Відповідь: 78 см.

2. При  (7992 + 1)(7992 - 1) – (2008 + 1)(2008) = (79922 – 20082) = (7992 – 2008)(7992 + 2008) = 7984 х 10000 = 79840000.

Відповідь: 79840000.

3. Зафарбуємо дошку у чотири різні кольори, щоб пофарбування відбувалось вздовж однієї  з діагоналей. Таким чином  з чотирьох одиничних квадратів, що йдуть поспіль, кожний має свій колір. При будь - якому своєму положенні на такій розфарбованій дошці плитка 1 х 4  буде покривати по одному квадрату кожного кольору, тому кожного кольору повинна бути однакова кількість, але на цій дошці квадратів різного кольору  не однакова кількість.

Відповідь: Не можливо.

4. Якщо відстежити дві останні цифри остач,то будемо мати таку періодичність: 09, 81,29,61,49, 41,69, 21, 89, 01, а далі вони зациклюються. Отже, оскільки 2009 має при діленні на 10 остачу 9, то ми отримаємо відповідь 89. 

Відповідь: 89.

5.  2х – 3у = 5, х = 2 + у+ (1 + у)0,5.   Заміна 0,5(1+у) = а, тоді    у = 2а – 1,

      Х =3а + 1.

Загальний розвязок: х = 3а + 1, у = 2а – 1. а Є N.

Частинний   х = 7, у = 3; і т.д.

9 клас

1. Доведіть, що значення виразу 
[image: image22.wmf]7
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 є цілим числом.

Вказівка:
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2. Учневі надіслали завдання, яке містить 20 задач. За кожну правильно розв‘язану задачу йому нараховується 8 балів, за кожну неправильно розв‘язану – віднімають 5 балів, за задачу, яку він не брався розв‘язувати, - 0 балів. Учень одержав у сумі 13 балів. Скільки задач він брався розв‘язувати?

Вказівка:

Нехай учень розв‘язав n задач і не розв‘язав m задач. За умовою задачі 8n-5m=13, але 
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Тоді 
[image: image25.wmf].
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 Тому 
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 Отже, учень брався розв‘язувати 13 задач.

Відповідь: 13 задач.

3. Для всіх дійсних а і b доведіть нерівність 
[image: image27.wmf].
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Вказівка:

Використовуючи нерівність Коші, отримуємо:
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4. Діагоналі описаного чотирикутника ABCD перетинаються в точці О. Радіуси описаних кіл трикутників AOB, BOC, COD, DOA відповідно дорівнюють R1, R2, R3, R4. Доведіть, що
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Вказівка:

Нехай 
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Тоді 
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sin

2

AD

BC

R

R

,

sin

2

CD

AB

R

R

4

2

3

1

a

a

+

=

+

+

=

+

 Ураховуючи, що ABCD – описаний чотирикутник і 
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, отримуємо  
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5. При яких значеннях параметра а корені рівняння 
[image: image36.wmf](
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 належать проміжку 
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Вказівка:

Нехай 
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, D – дискримінант, а х0 – абсциса вершини параболи. Оскільки корені рівняння належать проміжку 
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Відповідь: 
[image: image41.wmf](
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10 клас

1. Визначте кількість розв‘язків рівняння 
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 залежно від значення параметра а.

Вказівка:
[image: image43.png]



Розв‘язки рівняння 
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Відповідь: 

при 
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2. При яких натуральних значеннях n многочлен 
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 ділиться націло на многочлен 
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Вказівка:

Якщо многочлен 
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 ділиться без остачі на 
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, що виконується тільки при непарних n.

Відповідь: при непарних n.

3. Доведіть нерівність:
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Вказівка:

При 
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 нерівність правильна: 
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Припустимо, що нерівність правильна при 
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Тоді при 
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Тобто нерівність правильна для будь-якого натурального 
[image: image70.wmf].
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4. Доведіть, що радіус r кола, вписаного в прямокутну трапецію, обчислюється за формулою 
[image: image71.wmf]b
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 , де а і b – довжини основ трапеції.

Вказівка:

[image: image72.png]



ABCD – дана трапеція. BC||AD, BC=a, AD=b, 
[image: image73.wmf].
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Нехай О – центр вписаного кола. 
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 (OC і OD – бісектриси внутрішніх односторонніх кутів при паралельних BC і AD). 
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5. Знайдіть всі функції 
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, які задовольняють рівняння 
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Вказівка:

Нехай 
[image: image80.wmf].
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Якщо 
[image: image82.wmf]y
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 Перевірка показує, що 
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Відповідь: 
[image: image85.wmf](
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11 клас
1. Побудуйте графік функції 
[image: image86.wmf](

)

x

arcsin

2

cos

y

=

.
Вказівка:
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2. Обчислити площу фігури, обмеженою лініями 
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Вказівка:
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Відповідь: 
[image: image92.wmf].
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3. При яких значеннях параметра а рівняння 
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 має три дійсних корені, які утворюють геометричну прогресію?

Вказівка:

Нехай 
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Відповідь: а=39.

4. У прямокутному трикутнику АВС 
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 відрізок CD – висота. Бісектриси прямих кутів трикутників ACD і DCB відповідно дорівнюють 
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Відповідь: 
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5. Знайти всі функції 
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Вказівка:

Підстановка 
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 Підстановкою 
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 Різниця з рівнянням умови дає, що 
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 Підставивши сюди 
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, тобто для довільного невід‘ємного 
[image: image119.wmf](

)

.

z

z

f

z

=

 Перевірка підтверджує, що 
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